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Resume 

Nous construisons des mesures selles (dans un sens faible) pour les endomorphismes 
holomorphes de P 2 (C). 

On saddle measures 
Abstract 

We build saddle measures (in a weak sense) for holomorphic endomorphisms of 
CP 2 . 

Mots-clefs : dynamique holomorphe, entropie, exposants de Lyapunov. 
Classification : 32H50, 37FXX. 

Introduction 

A partir d'un endomorphisme holomorphe de P 2 (C), /, de degre d > 2, J.E. Fornsess et 
N. Sibony ont defini le courant de Green T associe a / (voir [16] et [17]), dont le support 
est l'ensemble de Julia de /. Ce courant possede un potentiel continu : on peut done definir 
son auto-intersection \x = T AT (voir [16]). La mesure \x ainsi obtenue est l'unique mesure 
d'entropie maximale 21og(d) (voir [6]) et elle a ses exposants de Lyapunov minores par 
^ ( voir [ 5 ]). 

L'objet de cet article est de decrire la dynamique de / en dehors du support de \x. 
L'entropie topologique de / hors de ce support etant majoree par log(d) (voir [11]), il 
s'agira d'une part de construire des mesures d'entropie log(d) et d'autre part, d'evaluer 
leurs exposants de Lyapunov. 

Quand / est un endomorphisme holomorphe hyperbolique (dans un sens fort), cela a ete 
realise par J.E. Fornaess et N. Sibony dans [19]. En effet, soient L une droite projective de 

P 2 (C) et S une valeur d'adherence de S m = ^- ^S) 1 i» ■ couran t S verifie f*S = dS 
et en le tranchant avec T, on obtient une mesure v = T A S invariante par /. Alors, dans 
[19], J.E. Fornsess et N. Sibony ont demontre entre autres que ces mesures etaient selles 
(i.e. qu'elles ont un exposant de Lyapunov strictement positif et un strictement negatif). 

Quand / est un endomorphisme holomorphe quelconque de P 2 (C), nous pouvons con- 
struire comme precedemment des mesures v = T A S invariantes par /. L'objectif de cet 
article est de voir que ces mesures permettent de decrire la dynamique de / en dehors du 
support de fi. Plus precisement, nous aurons tout d'abord (comme dans [1]) le 
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Theoreme 1. L'entropie metrique de v est minoree par\og(d). 

En particulier, quand le support de la mesure v est disjoint de celui de la mesure fi, la 
mesure v est d'entropie maximale dans le complement aire du support de fx (voir [11]). 

Les mesures v ne sont pas ergodiques en general (par exemple si f([z : w : t\) = [z 2 : 
w 2 : t 2 ], elles ont en general trois composantes ergodiques). En particulier, le theoreme 
precedent associe a l'inegalite de Ruelle (voir [23] ou le paragraphe 2) ne permet pas 
d'obtenir que le plus grand exposant de Lyapunov de v est superieur a en presque tout 
point. Cependant, nous atteindrons ce resultat en adaptant les arguments de R. Dujardin 
(voir [15]) a notre situation. Nous aurons done le 

Theoreme 2. Pour v presque tout point x, le plus grand exposant de Lyapunov en x est 
superieur ou egal a log 2 W . 

Pour decrire la dynamique de / hors du support de //, il nous reste a estimer le plus 
petit exposant de Lyapunov de v hors de ce support. C'est l'objet du 

Theoreme 3. Supposons que v ne charge pas les courbes algebriques. 

Alors, pour v presque tout point x hors du support de n, le plus petit exposant de 
Lyapunov Xi( x ) es t negatif ou nul. 

Les mesures v sont done faiblement selles en dehors du support de fi. 

Par ailleurs, dans le paragraphe 6, nous donnerons un exemple de mesure v qui ne 
charge aucune courbe algebrique pour laquelle le plus petit exposant de Lyapunov est nul. 

Remarquons que si v = T A S charge une courbe algebrique alors celle-ci est necessaire- 
ment preperiodique. En effet, d'une part v est invariante et d'autre part, comme T est a 
potentiel holderien, v ne charge aucun point. En particulier, nous avons le 

Corollaire. Si f ne possede aucune courbe periodique alors toutes les mesures v = T A S 
construites precedemment ont leur plus petit exposant de Lyapunov negatif ou nul pour 
presque tout point hors du support de fx. 

Voici maintenant le plan de ce texte : dans le premier paragraphe, nous minorerons 
l'entropie de la mesure v par log(d). La seconde et la troisieme partie de cet article seront 
consacrees a des rappels d'une part sur la theorie de Pesin et d'autre part sur les courants 
tisses (ou geometriques) introduits dans [12]. Ensuite, le quatrieme paragraphe demontrera 
la minoration du plus grand exposant de Lyapunov de u, tandis que le cinquieme traitera 
de la majoration du plus petit. Enfin, dans la sixieme partie, nous donnerons l'exemple de 
mesure v qui rend le theoreme 3 optimal. 

Remerciements : Je tiens a remercier T.-C. Dinh et R. Dujardin pour leurs remarques 
sur le fond et la forme de cet article. 

1 Entropie metrique de la mesure v 

Dans ce paragraphe, on considere L une droite projective et S une valeur d'adherence 
\ Y17=o ~ ■ L e courant S verifie /*<S = dS. Par ailleurs, en tranchant ce courant 
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avec T, on obtient une mesure v = T A S qui est invariante par /. 
L'objectif de ce paragraphe est alors de demontrer le 

Theoreme. L'entropie metrique de v est minoree par log(d). 

Avant de passer a la demonstration de ce theoreme, nous allons faire quelques rappels 
sur l'entropie. 

1.1 Entropie metrique 

Notons d n (x,y) = maxo<j< Tt _i{(i(/ l (x), P{y))} et B n (x,e) la boule de centre x et de 
rayon e pour cette metrique. 

A partir du theoreme de Brin-Katok (voir [7]) nous pouvons definir l'entropie metrique 
h u (f) de v par : 

K(f) = / supliminf log(i/(B n (x,e)))dv(x). 

J e>o n n 

Cette quantite decrit done la decroissance moyenne de la masse d'une boule dynamique 
B n (x, e) pour v. 

Dans [1], E. Bedford et J. Smillie ont donne une methode pour minorer l'entropie 
metrique de certaines mesures. Elle s'appuie sur la demonstration du principe variationnel 
(voir [25]) et plus precisement sur la 

Proposition. Fixons e > 0. Soient a n une suite de probabilites et v n = ^ Y^=o fl a n- Si 
v n . converge vers v et a nj (B nj (x,e)) < c Hj pour toute boule dynamique B nj (x,e) alors : 

K(f) > lim sup — -logc„ .. 

Tlj 

1.2 Minoration de l'entropie de v 

La demonstration du theoreme 1 va se faire en deux etapes. Dans la premiere, on va 
utiliser la proposition precedente avec a n = A[L] (ou u est la forme de Fubini-Study de 
P 2 (C)). Celle-ci nous donnera alors, exactement comme dans [1], une mesure v d'entropie 
minoree par log(d). II restera alors a voir que v et v sont egales. 

1.2.1 Construction d'une mesure d'entropie minoree par log(d) 

Quitte a extraire une sous-suite, nous supposerons que S n = ^ ^2™=q — Jr^ converge 
vers S. La preuve etant la meme que celle de E. Bedford et J. Smillie, nous passerons vite 
sur certains points. 

Appliquons la proposition precedente au„ = A [L]. Nous avons 

a n (B n (x,e)) = ^ [ ruA[L]<±v (f,n,e) 

a JB n (x,e) a 
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ou v (f, n,e) est le supremum sur toutes les boules dynamiques B n (x,e) du volume de 
f n (B n (x, e) n L) compte avec multiplicite. Si v' n designe la mesure ^ Ym=o fl a n et v' n . une 
sous-suite de v n qui converge vers v , on a : 

K>{f) > limsup( log(— v°(f,nj,e))). 

Ttj a ■* 

En utilisant le theoreme de Yomdin (voir [26]) on obtient alors la minoration cherchee. 
II reste a voir que v et v sont egales. C'est l'objet du paragraphe suivant. 



1.2.2 Minoration de l'entropie de v 

Commengons par rappeler brievement la construction de T (voir [16] et [17]). 
Comme la forme f*u est cohomologue a dw, on a : 

f*u 

— — = uj + da u, 
a 

ou u est une fonction lisse de P 2 (C). 

En iterant cette relation, on obtient que : 

J — r - = u + dd c Gi, 
d l 

Autrement dit, en passant a la limite, on a T = uj + dd c G ou G est une fontion continue 
qui verifie : 

C 

max \G; — G\ < —r. 

p2(c) ~ d l 

Maintenant 

m — l 



3 i=0 ■> i=0 

qui est egal a 



Uj-l 



rij ^ K d^' 1 ' d i rij ^ d i 
J i=0 J i=0 

Le dernier terme est T A S nj et converge done vers v car T est a potentiel continu. 

Par ailleurs, en appliquant au premier terme une fonction test 3> et en utilisant la 
construction de T on obtient : 

1 a fim 



f^-J2(G nj -i-G)dd^A 
J n i i=o 
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qui en valeur absolue est majore par I'&lc 2 ^ - Y^=o J^-i Q m tend bien vers quand j 
croit vers l'infini. 

Cela montre bien que v et v sont egales. 

2 Un peu de theorie de Pesin 

Dans tout cet article, P 2 (C) sera muni d'une famille de cartes holomorphes t x : C 2 i— ► 
P 2 (C) avec r x (0) = x et i-> 7-3(2) localement C°°. 

Soient / un endomorphisme holomorphe de P 2 (C) et v une mesure de probability 
invariante. 

Pour faire de la theorie de Pesin associee a /, nous allons definir l'extension naturelle 
P 2 (C)de(P 2 (C),/,i/) : c'est l'ensemble P2(C) = {x = (..., X - n , x ) £P 2 (C) r , /(s_„) = 
X- n+ i}, des prehistoires des points de P 2 (C). Dans cet espace / induit une application / 
qui est le decalage a droite et si on note n la projection canonique n(x) = xq, alors v se 
releve par 7r en une unique mesure de probability v invariante par / qui verifle ir*v = v. 

Maintenant, a partir de f x = o / o t x , on peut definir une application Df(x) de 

X a valeur dans Mat (2, C) en posant : Df(x) = Df x (0) (ou ir(x) = x). 

C'est a Df que Ton va appliquer une extension du theoreme d'Osedelec (qui est valable 
dans un cadre non integrable) et la theorie de Pesin. 

Theoreme. (Voir [22] p. 35). II existe un borelien invariant X C P 2 (C) avec z?(P 2 (C) — 
X) = tel que pour tout x dans X on ait : 

1) Une decomposition mesurable de C 2 en espaces complexes de la forme : 

C 2 = @\SEi{x) 

qui verifie Df(x)Ei(x) = Ei(f(x)). 

2) L'existence de fonctions invariantes par f (qui peuvent valoir —oo) : 

Xi(x) <■■■ < Xk(x)(x), 

avec 

lim — log\\A(x,m)v\\ = Xi(x) 
m— >+oo rn 

pour tout v 6 Ei(x) \ {0}. 

lei les A(x, m) sont definis par les relations : 

A(x, m) = Df{f m ~ l (x)) o • • • o Df(x) pour m > 0. 

3) St k(x)=2 alors : 

lim -logsm(Z(E 1 (r(x)),E 2 (f n (x)))) = 0. 
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Les reels Xi(%) son t les exposants de Lyapunov de /. Par ailleurs, si on a n(x) = 7r(y) = 
x avec x et y dans X, on a = k(y) et Xi(^) = Xiiv)- Cela permet done de definir les 
exposants de Lyapunov pour ^-presque tout point x. 

Dans la suite, nous nous plagons sur X qui est l'ensemble des points de X pour 
lesquels k(x) = 2 (e'est-a-dire v a deux exposants de Lyapunov distincts) et Xi(^) > 0. 
C'est un borelien invariant par /. En particulier, si on considere la mesure v deflnie par 
v (A) = d(A n X ), on obtient une mesure invariante par / pour laquelle log + ||(-D/) _1 || 
est integrable (voir l'appendice A.l de [21]). 

Nous pouvons done lui appliquer le theoreme de 7-reduction de Pesin (voir [20]) et ainsi 
obtenir : 

Theoreme. (^-reduction de Pesin (voir [20])). 

Pour tout 7 > 0, il existe une application C\ : X ^ GL(2, C) et un borelien invariant 
Y C X avec v(X —Y)=0tel que pour tout x £ Y on ait : 

1) 



lim^log||C 7 ±1 (/ m (x))|| = 



1 

m— »oo ffi 

(on parle de fonction temperee). 

2) La matrice A^{x) = C^ 1 (f (x))D f (x)C\/(x) est egale a ^ ^ avec 

e x,(S)-7 < 1^.(^)1 < e Xi(x)+l_ 

3) Enfin, C 7 (x) envoie la decomposition standard de C 2 sur E\(x) © ^(x). 

Maintenant, si on note g$ la lecture de f x dans ces cartes (i.e. g$ = C~ 1 (/(x)) of x oCj(x) 
ou 7r(x) = x), on en deduit la proposition suivante (voir [20] p. 673) : 

Proposition. Pour tout x G Y les g% sont definies sur des boules B(5(x)) ou 5(x) sont 
des fonctions temperees. 

Par ailleurs, on a <7g(0) = et Dg x (0) = ^ ^ *^ ^ Enfin si g x (w) = 

Dg^(0)w + h(w) alors \\D w h\\ < ^jjy pour w £ B(5(x)). 

Remarque. Comme 6(x) est temperee, nous pouvons supposer dans la proposition prece- 
dente que e~t < < (voir [20] p. 668). 

Signalons enfin que les exposants de Lyapunov sont relies a l'entropie par le 

Theoreme. Inegalite de Ruelle, cas complexe (voir [23]). 

Soient f un endomorphisme holomorphe de P 2 et v une mesure invariante par f . On 
a alors : 

^ < J X + (x)du(x) 

ou x + (x) = Ei, Xt (x)>oXi(x). 
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3 Courants geometriques 



Dans [12], T.-C. Dinh a demontre que le courant S est tisse. Cela signifie que son 
support contient beaucoup de disques analytiques. 

Dans ce paragraphe, nous allons tout d'abord rappeler la notion de courant tisse (que 
nous appellerons courant geometrique) , puis nous etudierons l'intersection de S avec T, en 
suivant de pres Particle de R. Dujardin (voir [14]). 

3.1 Courants geometriques 

Considerons un ouvert Q de C 2 et T un (1, 1) courant positif. 

Definition 1. Le courant T est uniformement geometrique dans $7 si pour tout x € 
Supp(T) n Q, il existe un bidisque B , un ouvert U de B contenant x et une constante 
c(B) tels que : 

T\u= I [vnu]d\(T). 

Jreg 

lei Q est I'ensemble des sous-ensembles analytiques de B de masse inferieure a c(B) et A 
est une mesure sur cet espace compact. 

Remarquons que les T ne sont pas supposes disjoints. 

De fagon analogue aux courants laminaires (voir par exemple [8], [10], [12] et [13]), on 
peut definir : 

Definition 2. Un courant T est geometrique dans SI s'il existe une suite d'ouverts Qi C 
avec ||T||(<9f2j) = et une suite croissante (Tj)j>o, Tj uniformement geometrique dans fij 
tels que lim^ooTj = T. 

3.2 Caractere geometrique de S 

Dans notre contexte, S est un courant geometrique (voir [12]). Cependant, nous allons 
voir que de fagon analogue a R. Dujardin pour le cas laminaire, nous pouvons raffiner la 
suite de courants uniformement geometriques Sk qui croit vers S de sorte que TASk croisse 
aussi vers T A S. 

On commence par fixer un ouvert Q et deux projections lineaires generiques tt\ et -K2- 
On peut alors recouvrir O par une subdivision en 4-cubes afflnes : 

Q = {vrf^si) x TT2 1 (s 2 ) , (s 1 ,s 2 ) £ Si x S 2 } 

ou <Si et ^2 sont des decoupages de C en carres de taille r. En remplagant les courants 
laminaires par les courants geometriques dans la preuve de R. Dujardin (voir Proposition 
4.4 dans [14]), on obtient la 

Proposition 4. 7/ existe un courant Sq < S uniformement geometrique dans les Q G Q 
tel que Mq(S — Sq) < Cr 2 (ou C est une constante universelle et Mq est la masse dans 
SI). 
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Nous allons expliquer brievement la construction de R. Dujardin car nous en aurons 
besoin par la suite. On notera S m = ^ Yli^) 1 ~ e ^ quitte a extraire une sous-suite on 
pourra supposer que S m converge vers S. 

Dans les composantes connexes de p(L) au-dessus d'un carre Sj de Sj (i.e. dans 
TT~ 1 (sj) n f l (L)), on a un certain nombre de disques qui sont des graphes au-dessus de 
Sj (qui peuvent eventuellement s'intersecter entre eux). En moyennant les courants d'in- 
tegration sur les graphes qui ont une aire inferieure a \, on obtient ainsi deux courants 
S m ,Qj inferieurs a S m et qui verifient : 

(S m - Sm^Q^ITjU) < Cr 2 . 

Cette inegalite resulte de la formule de Riemann-Hurwitz et du fait que le genre de f l (L) 
vaut 0. 

[c i ] 

Par ailleurs, S mt Q ] s'ecrit ^ Ylil=o~ & °^ ^ es son ^ ^ es cour bes a bord dans 
irT\dSj). 



On reunit maintenant ces deux courants en posant : 

^ m— 1 
S m ,Q = — / J 



C'est un courant uniformement geometrique dans les cubes de Q car les courbes Cq UCg 2 
qui composent 5 m) Q sont a bord dans dQ. De plus, la suite 5 mj Q verifie : 

(S m - S m: Q,7TluJ + TT^UJ) < Cr 2 . 

Pour les valeurs d'adherences Sq de S*™,^ on a done bien : 

M n (S-S Q ) < Cr 2 . 

Enfin, il est assez facile de voir que le courant Sq est uniformement geometrique dans les 
Q ■ C 

La proposition ci-dessus est le point cle pour construire une suite S^ qui croit vers S 
telle que TASk croisse vers TAS. En effet, si on reprend les arguments de R. Dujardin (voir 
[14]), on constate que pour un quadrillage Q de taille r bien choisi (i.e. bien positionne), 
on a : 

M n (T AS -T AS Q ) < e(r). 

Ici Sq est le courant construit precedemment et e(r) = Cco(G, r) 1//3 , ou u(G, r) est le 
module de continuite du potentiel de T de rayon r et C est une constante universelle. En 
particulier e(r) est une suite qui tend vers quand r decroit vers 0. 

En iterant le procede, on obtient done le 
Theoreme 5. 7/ existe une suite de subdivisions Qk de f2 et une suite S^ de courants 
uniformement geometriques dans les cubes de la subdivision telles que : 

i) La suite de courants S^ croit vers S. 

ii) Celle des mesures T A Sk croit vers T A S. 
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4 Minoration du plus grand exposant de Lyapunov de v 



Nous avons vu au debut de cet article que l'entropie de v est minoree par log(d). En 
utilisant la formule de Ruelle (voir le paragraphe 2), on obtient alors 



/ 



,+r~\.i... ... . lo s( d ) 



X + (x)du(x) > 



ou x + (x) = Ei, Xt (x)>oXi(x). 

Nous allons maintenant raffiner ce resultat. Plus precisement, en adaptant les arguments 
de R. Dujardin (voir [15]) a notre cas qui est non inversible nous allons montrer le : 

Theoreme. Pour v presque tout point x, le plus grand exposant de Lyapunov en x est 
. i . log(d) 

superieur ou egal a 2 ■ 

Quitte a extraire une sous-suite, nous supposerons dans la suite que S m = ^ ES) 1 ~ 

converge vers S. De plus, quitte a changer la suite ^ EImj 1 ~ &^ en une su ite ^ ES) 1 ~ 
qui converge aussi vers S, nous pourrons supposer que f l (L) n'a pas de multiplicity. 

Avant de donner l'idee de la preuve, remarquons que le theoreme revient a demontrer 
que l'ensemble {x , rim^^oo — log\\D x f n \\ < est de mesure nulle pour v (la limite 

existe par le theoreme sous-additif de Kingman). Autrement dit, il suffit de montrer que 
l'ensemble 

B am) := {x , Vn > n , - log \\D x f n \\ < (1 - a) 1 -^} 

est de mesure nulle pour v pourvu que a soit petit et no grand. 

Enfin, quitte a considerer un recouvrement fini de P 2 par des ouverts Q et a prendre 
un m grand, il suffira done de majorer T A S m (Q n ) par e ou 

n n := {x G n , - log \\D x f n \\ < (1 - a) 1 ^-}. 



Voici maintenant l'idee de la preuve. 

Admettons que Ton puisse construire environ d l+n disques consistants dans f t+n (L). 
Alors, si on n'a pas de problemes lies a l'ensemble critique, on obtient d l+n preimages de 
ces disques dans P(L). La plupart d'entre eux ont done une aire inferieure a Kd~ n (car 
l'aire de f % (L) vaut d 1 ) et on a cree ainsi beaucoup de points qui ne sont pas dans Q n . 

Le plan de la preuve du theoreme sera done le suivant : dans un premier paragraphe, 

f n S 

nous allons construire ces disques dans * d „ m . Ensuite, on prendra les preimages de ces 
disques par f n et nous utiliserons un argument longueur- aire. Enfin, la derniere partie sera 
consacree a la demonstration du theoreme. 
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4.1 Construction des disques 

Quitte a considerer un recouvrement fini de P 2 (C) par des ouverts U, nous pouvons 
supposer que f n (tt n ) C U. 

On considere maintenant un decoupage Q d'un voisinage de U en 4-cubes affines de 
taille p Dans toute la suite le quadrillage sera considere bien choisi par rapport a la mesure 
v. En particulier v charge peu un petit voisinage du bord de Q (voir le lemme 4.5 dans 
[14]). Notons Q\ = UQ\ ou les Q\ sont les homothetiques des Q 6 Q de rapport A. Quitte 
a remplacer Q. n par l'ouvert f2 n n f~ n {Q\), nous pourrons done supposer dans la suite que 
f n (Q n ) C Q\ (cela fait changer eventuellement m en un m plus grand). 

Maintenant, a partir du courant ^* d f m = ^ ^ d i+k^ , on peut construire un 

courant R m ,Q uniformement geometrique dans les cubes du quadrillage de Q et qui verifie 
(voir le paragraphe 3.2) 



ou C est independante de m et n et d'autre part comme le quadrillage Q est suppose bien 

en g 

choisi par rapport a v, il Test pour TA dn m pour des m grands (voir le lemme 4.5 de [14]). 

Dans la suite, on posera R m ,Q = j\F]dv m ,Q,(X)- Dans cette expression les T sont des 
disques inclus dans les cubes de Q. Ce sont ces disques de R m ,Q que l'on va tirer en arriere 
par f n . 

4.2 Tire en arriere des disques 

Dans la suite, nous allons jeter un certain nombre de disques de R rn ,Q de sorte a pouvoir 
effectuer l'argument longueur-aire et ainsi creer beaucoup de points qui ne seront pas dans 
$l n . A chaque fois que nous enleverons un disque T, nous donnerons la perte J r T ainsi 
enregistree. 

Fixons i compris entre et m — 1. 

On ne considerera que les T qui sont dans p +n (L) n Q\. En particulier, comme V est 
un graphe, f n (£l n ) H T est inclus dans un disque T G= T et le module de l'anneau r\T est 
minore par une constante independante de T (qui ne depend que de k et de e). 

Comme la courbe f' l+n (L) n'a pas de multiplicity, on peut tirer en arriere par f n les 
disques T. On notera (T)j n et (r )j n les preimages de T et T qui sont dans f l (L). Le 

nombre de disques T pour lesquels (r)~ ra est d'aire superieure a Kd~ n est majore par 
(car P(L) est d'aire d 1 ). Si on designe par V(i) l'ensemble de ces disques et qu'on les retire 
a Rm,Q, on enregistre une perte J v ^ nQx T < C(k)^f-. 




Ici e(k) ne depend pas de m et n. En effet d'une part on a 
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Enfin, si on considere un disque T que Ton n'a pas enleve, on a 

Diametre((r')-") < C(k, e)^Kd- n ' 2 

grace a un argument longueur-aire (voir l'appendice de [6]). 

Alors, quitte a considerer un disque intermediate entre V et T, on obtient grace aux 
inegalites de Cauchy (comme dans [15]) : 

\\Df- n (p)v(p)\\ <C(k,K,e)d- n / 2 

pour p £ r' et un certain vecteur unitaire v(p). Ici f~ n designe la branche inverse de f n 
qui envoie T sur (T)~ n . 

Ces points /~» verifient \\Df n (fr n (p))\\ > 

C(k,K,e) et ^ s ne P euvent done pas ap- 

partenir a Vi n (si n est suffisamment grand). 

4.3 Demonstration du theoreme 

Rappelons que nous devons voir que 

TAS m (n n ) < e. 

Si p est un point de f2 n , alors f n (p) est soit dans un des disques que Ton a enleves a R m ,Q, 
f n s 

soit dans la partie de dn m ou il n'y a pas de disque de R mt Q. Autrement dit, en utilisant 

f n s 

la relation /™(T A S m ) = T A dn m et l'estimee de perte que Ton avait obtenue, on a : 

T A S m (n n ) < T A ^ (f n (n n )) + e(k) < e 

pour k puis K bien choisies. 



5 Majoration du plus petit exposant de Lyapunov de v 

Dans ce paragraphs v designe toujours la mesure T A S. 
Nous voulons ici montrer le 

Theoreme. Supposons que v ne charge pas les courbes algebriques. 

Alors, pour v presque tout point x hors du support de [i, le plus petit exposant de 
Lyapunov Xi( x ) es ~t> negatif ou nul. 

Voici le plan de la demonstration. Dans un premier paragraphe, nous allons montrer 
que la mesure de {x ^ Support^) , X2(x) = Xi( x ) > 0} es t nulle. Les exposants etant 
egaux, nous pourrons en particulier utiliser les travaux de F. Berteloot et C. Dupont (voir 
[2]) sur les linearisations le long d'orbites negatives. Dans le second paragraphe on verra 
que la mesure de {x ^ Support^) , X2{x) > Xi( x ) > 0} vau * 0. Cette fois-ci les exposants 
etant disjoints, nous aurons une direction stable (donnee par le plus petit exposant) et une 
direction instable. Dans ce contexte, nous pourrons en particulier utiliser la tranformee de 
graphe. 
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5.1 Majoration de la mesure de {x £ Support(/i) , Xi( x ) = Xi( x ) > 0} 

Avant de passer a l'estimation de cette mesure, nous allons faire quelques rappels sur 
le procede de branches inverses de J.-Y. Briend et J. Duval (voir [5]) ainsi que sur la 
linearisation de F. Berteloot et C. Dupont (voir [2]). 

5.1.1 Rappels 

On reprend les notations du paragraphe 2. En particulier t x designe une bonne famille 
de cartes holomorphes de P 2 et f x = o / o t x . Dans la suite nous noterons aussi : 

fx = T J*( X ) ° P OT x = //«-i(x) • ■ ■ ° fx 

et pour x dans l'extension naturelle P 2 (C), 

fz n = f~ l o • • • o f- 1 

•> X J X- n JX-i 

(quand cette expression est bien definie). On notera aussi X l'ensemble des bons points de 
Pesin pour V (voir le paragraphe 2). 

Le borelien X = {x £ X , = X2(x) , Xi( x ) > 0} est invariant par /. En parti- 

culier, si on considere la mesure v definie par v {A) = v(A n X ), on obtient une mesure 
invariante pour laquelle log + ||(Z)/) _1 || est integrable (voir l'appendice A.l de [21]). 

En particulier nous pouvons utiliser d'une part les resultats de J.-Y. Briend et J. Duval 
(voir [5] et [4]) et d'autre part le procede de linearisation de F. Berteloot et C. Dupont 
(voir [2]) pour la mesure v et ainsi obtenir le 
Theoreme. [5] et [2j. 

Soient 7 et R suffisamment petits. II existe un borelien Y C X avec v{X — Y ) = 
et des fonctions mesurables rj : Y —*]0,R], F : Y — >]0, +oo[, C : Y — > [l,+oo[ et 
S : Y — >]0, R] tels que pour tout x £ Y et tout n dans N on ait : 

1) f~ n est definie sur B(Q,r](x)). 

2) LipfZ n < C(x)e- n ^^-^ 2 l 

3) ||A)/"_J| < F(x)e n ^ 2 ^ + ^ . 

4) S< V et D f~ n (B(0, S(x))) C f~ n B(0, V (x)). 

Remarque. Les deux premiers points proviennent du fait que Xi(x) > (voir [5] et [4]). Le 
troisieme est une consequence directe de la theorie de Pesin. Enfin le dernier point est le 
seul qui utilise que Xi(ir) = Xiix) (voir [2]). 

5.1.2 Majoration de la mesure de {x Support(;u) , X2(x) = xi( x ) > 0} 
Voici le plan de cette majoration. 

Apres un premier paragraphe consacre a des preliminaires, nous verrons dans le second 
que montrer que la mesure de E\ = {x ^ Support (/i) , X2(x) = Xi( x ) > 0} es t nulle revient 
a calculer la mesure pour v de preimages f~ n (B). Enfin dans le troisieme paragraphe nous 
effectuerons ce calcul. 
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1) Preliminaires 

Commengons par ramener la majoration de E\ a celle d'un borelien E\(n) qui aura de 
bonnes proprieties de recurrence et d'uniformite. 

Remarquons tout d'abord qu'il nous suffit de voir que v{{x G E-y , Xi( x ) > P > 0}) est 
nul (avec (3 petit). On notera toujours E\ cet ensemble. Par ailleurs, 

v(E 1 ) = v^- 1 ^)) = d^- 1 ^) n X) 

ou 7r est la projection de P 2 (C) sur P 2 (C) et X est l'ensemble des bons points de Pesin 
(voir le paragraphs 2). 

Ce dernier ensemble 7r' 1 (Ei) n X est inclus dans 

Ei = {x G X , -nix) £ Support (/i) , \2{x) = Xi(x) > 0} 

(car la definition des exposants de Lyapunov ne depend que des trajectoires positives). 
La majoration de v(E\) se ramene done a celle de v{Ei). 

Ensuite, si on reprend les notations du theoreme precedent, on constate que quitte a 
remplacer E\ par 

E lp = { X £E 1 nY' , d(ir(x), Support^)) > ^ , S(x) > ^ , C(x) < p , F(x) < p} 

pour p grand, on pourra supposer dans la suite que nous avons ces controles. 
Enfin, l'ensemble E\ aura de bonnes proprietes de recurrence en utilisant le 

Lemme 6. 

1 m— 1 

(£(£i)) 2 < lim - V n Ei). 

m-*+oo m L — ' 
n=0 

Demonstration. II suffit d'utiliser d'une part la decomposition de u en mesures ergodiques 
v a et d'autre part le fait qu'une mesure ergodique v a verifie 

1 m— 1 

lim - V Mf n (Ei) n Ei) = (V a (Ei)) 2 . 

m^+oo m L — * 
n=0 

□ 

En effet, grace a ce lemme, pour demontrer que v(E\) (et done v{E\j) est de mesure 
nulle, il nous suffira de montrer que v{E\{n)) est petit pour n assez grand (avec E\{n) = 
f n (Ei) n Ei). Ei(n) est le bon borelien que Ton cherchait. 

Maintenant, grace au procede de linearisation (point 4 du theoreme precedent), nous 
avons la 

Proposition. II existe p > tel que : 

3no , Vn > no , Vx G Ei 
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on a : ^ 

Diametre interieur de fx_ n (D o f~ n (B(0, — ))) > p. 

Demonstration. Faisons un raisonnement par l'absurde. 

Si la proposition est fausse, on obtient des suites n\ et % G E\ telles que le diametre 
interieur de f^ t )_ n {D o f^ ni {B(0, ^))) soit majore par j. 

Par ailleurs la fonction g ni {u) = ^of^ l { u ) est definie sur B(0, |) et son image 

est incluse dans B(0,R) (voir le point 4 du theoreme precedent). Quitte a extraire une 
sous-suite, g ni converge done vers une fonction holomorphe g : B(0, ^) i— ► B(0,R). 

Maintenant, on a d'une part Dog qui est egal a I et d'autre part le diametre interieur 
de g(B(0, ^)) qui vaut 0. On obtient alors une contradiction par le theoreme d'inversion 
locale. 

□ 

2) Branches inverses 

Commengons par recouvrir P 2 par des boules B telles que t~ 1 {B) C B(0,p) pour tout 
x de B (p est une constante petite qui verifie les conclusions de la proposition precedente). 
Ensuite nous appellerons bonne composante de f~~ n (B) un ouvert de la forme T y _ n o 

ff 1 ° T m( B ) avec ^ G B et y G E^n). 
Nous avons alors (comme dans [5]) : 

u(E 1 (n)n7r- 1 (B))=V(r n (E 1 (n)n7r' 1 (B))) < ^(/-"(^(n) n ^(B)))) 

car tt^u = v. 

Mais ir{f~ n {E\(n) PI 7r _1 (i?))) est inclus dans l'union des bonnes composantes de 
f~ n (B) (que nous noterons UBC) e'est-a-dire 

(n) n tt -1 ^)) < i/(UBC). 

Par ailleurs, remarquons qu'une bonne composante ci-dessus evite un ^-voisinage du sup- 
port de p (car d'une part les bonnes composantes contiennent un point qui est hors d'un 
^-voisinage du support de fi par definition de E\(n) et d'autre part les bonnes composantes 
sont de diametre exponentiellement petit par le point 2 du theoreme du paragraphe 5.1.1). 

3) Calcul de i/(uBC) 

Cette operation va se derouler en trois etapes. 

Dans la premiere, nous allons faire des simplifications geometriques : nous remplacerons 
v par T A Sq ou Sq est un courant uniformement geometrique et on verra que grace a la 
linearisation, les bonnes composantes seront presque des ellipsoides. 

Apres cette operation, nous aurons a demontrer trois faits. Le premier est que T A 
[r](BC) < Cd~ n pour un disque T de Sq et BC une bonne composante. Le second est 
que la mesure des graphes (pour la mesure sur les graphes de Sq) qui coupent une bonne 



14 



composante tend vers quand n croit vers 1'infini. Enfin, nous verrons que le nombre de 
bonnes composantes de f~ n (B) qui evitent le petit voisinage du support de fi est majore 



Apres avoir demontre ces trois faits, nous aurons que T A 5q(UBC) sera majore par 
Cd n T A Sq(BC) < Cd n Cdr n e(n) qui est la majoration cherchee. 

i) Simplifications geometriques Quitte a considerer un recouvrement fini de P 2 (C) 
par des ouverts f2, nous pouvons supposer que UBC est inclus dans O. On peut construire 
un decoupage d'un voisinage de en 4-cubes affines et un courant Sq = J*[r](i^g(r) 
uniformement geometrique dans les cubes de ce quadrillage tels que la difference (T A S — 
T A Sq)(Q) soit aussi petite que Ton veut (voir le paragraphe 3). Nous pouvons supposer 
de plus que v charge tres peu un petit voisinage du bord de Q et alors notre majoration 
de z^(UBC) se ramene a celle de TaS'q(UBC) pour les bonnes composantes qui evitent un 
petit voisinage du bord de Q. Comme precedemment, nous noterons toujours UBC l'union 
de ces bonnes composantes. 

Expliquons maintenant pourquoi les bonnes composantes ressemblent a des ellipsoides. 
Notons ici B^ n = r y _ n o fz n o t~ 1 (S) une des bonnes composantes de f~ n (B). 

D'apres la proposition precedente, nous savons que 



On en deduit done que B~ n C T y _ n D f~ n B(0, ^) et D f~ n B(0, ^) est bien un ellipsoide. 
ii) Demonstration des trois faits 

a) Calcul de T A [r](T y _ n Dof y ~ n B(0, ^-)) Par construction T est un graphe (i.e. de 
la forme (z, 4>{z))) et le diametre de Dofg n B(0, ^) est majore par e ~ xi ^ n+ ' yn . 

Par ailleurs, nous avons des controles uniformes d'une part sur les T y } n et d'autre part 
sur les derivees de (f> (via le theoreme de Cauchy car T y _ n Dof~ n B(0, ^) est un peu loin 
du bord de Q). La partie To de Ty^ n (T) susceptible de rencontrer Dof~ n B(0, |) se met 

done sous la forme d'un graphe (z,ip(z)) ou z est dans un disque Do de taille e~ Xl ^ n+7n 
et (z)\ < e~ xi ^ n+ra sur Dq (on s'est place dans un repere ou l'axe des abscisses est 
tangent a Tq en un point de Dof~ n B(0, ^))- 

Maintenant le calcul de j r D f~ n B(o ^-) = /d / _ ™b(o ±) T y-n^ ^ va se faire 

par un argument de capacite. 



En effet, notons Si = D o fZ n B(0, X) (i = 1, 2, 3, 4), D' = 7r(T n f 4 ) et D = vr(r n £ x ) 



(ou 7T est la projection du graphe Tq sur l'axe des abscisses). 

Alors, si on a une fonction G psh dans T y _ n {£\) avec < G < Cd~ n dans cet ensemble 
et dd c G = T, on aura : 



par Cd n . 



T-HB)cB(0,p)cfl n D o fZ"B(0,±-). 
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(on considere 7r comme un biholomorphisme de Tq D £4 sur D ) . 

Enfin comme < G < Cd~ n sur T y _ n {£\) on a < G o r y _ n o 7r _1 < C(i~ ri sur D et 
alors 

/ T A [r] < Cap(D ,D)Cd~ n . 

Pour obtenir la majoration de j T ^ T A [r] par Cd~ n il reste done d'une part a voir que 

Cap(D , D) est bornee par une constante uniforme et d'autre part a construire la fonction 
psh G qui est comprise entre et Cd~ n sur T y _ n {£\) et qui verifie dd c G = T. 

Majoration de Cap(Z)' , D) : 

Notons A l'axe des abscisses qui est tangent a Tq. On a d'une part D C An£3 et d'autre 
part An £ 2 C D (car |y/| < e -xi(S)™+7™ ; ||D /^_ n || < pe* 2 ®^™ et 2 X i(y) > xz(v))- 

Cela implique done que C&p(D' , D) < Cap(A n £3, A n ^2) et il est clair que cette 
derniere quantite est majoree par une constante uniforme. 

Construction de G : 

Notons 7To la projection de C 3 sur P 2 et Go o a la fonction de Green de / definie sur 
une boule T yo B(0,r)(y)) qui contient B (ici a est une section locale de no). 

Gq ocr verifie dd c (Go ° cr) = T et |Go ° <r\ < ^ (voir [17]). Par ailleurs on notera f~ n la 
branche inverse de f n telle que T y _ n £\ C f~ n (T yo B(0,7](y))) (voir le point 4 du theoreme 
de la section 5.1.1). 

Maintenant, en utilisant le lemme 2.3 de Ueda (voir [24]), on peut construire une section 
<7 n de 7To telle que F n o a n = a o f n sur f~ n (T yo B(0, r)(y))) (ici F est un releve polynomial 
de / par tto). La fonction G = Go o a n + verifie alors les conditions que Ton voulait. 

13) Majoration de la mesure des graphes de Sq qui coupent T y _ n {£i) II s'agit 
ici de voir que vq{{T qui coupent T y _ n (£4)}) < a pour n grand. 

Remarquons tout d'abord que nous pouvons enlever les bonnes composantes qui sont 
dans un petit voisinage de {v(S,x) > a} (ou v(S,x) est le nombre de Lelong de S en x). 
En effet, v ne chargeant pas {u(S,x) > a}, ce voisinage V est de mesure aussi petite que 
Ton veut. II s'agira alors dans la suite de majorer T A S'q(UBC) ou UBC designe les bonnes 
composantes qui evitent V. 

Maintenant, si on considere un point x hors de V, on a l'existence d'un ro(x) pour 
lequel S A u(B(x, r)) < ar 2 si r < ro(x) (nous supposerons de plus que ro(x) est tres petit 
devant le diametre interieur de V et la distance minimale entre une bonne composante et 
le bord de Q). 

En utilisant un argument de compacite sur P 2 \ V, on en deduit que toute bonne 
composante est incluse dans une boule B(x, 12^) pourvu que n soit grand. On a done 



4a 

7T 

-tt = ro(x)' 2 a par le theoreme de Lelong. 



bien vq(T qui coupent T y _ n (£4 1 )) < car dans le cas contraire Sq A u>(B(x,ro(x))) > 

4a r (x) 2 _ _ „,_(„\2, 

7T 
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7) Majoration du nombre de bonnes composantes Si on fixe une boule B C 
t x (B(0, p)) (x G .B), on veut majorer le nombre N de bonnes composantes de f~ n (B) hors 
d'un ^---voismage du support de \x par Cd n . 

Remarquons que tout point a de B a au moins N antecedents hors du ^-voisinage du 
support de fi. 

Nous allons maintenant majorer ce nombre d'antecedents en utilisant un resultat de 
J.E. Fornsess et N. Sibony (voir [18]). 

Si <I> est une fonction C°° a support compact, comprise entre et 1, et qui vaut 1 sur 
un voisinage du support de ^ et hors d'un ^--voisinage, on a (voir le lemme 6.4 de 
[18]) 

M|$| 2 



Cap < a 



\\ n (a, <&) - J $d/i| > s\ n B(0, 1), B(0, 1)) < 



Ici B(0, \) et B(0, 1) sont centrees en x et A n (a,$) = ^ E/»( ai )=a $( a i)- 

iV 



En particulier, si a est un point de B on a A n (a, <I>) < -^{d 2n — N) d'ou 



|A n (a,$)- J $d M | = |A n (a,$)-l| 
En conclusion, nous obtenons (si le rayon de 5 est superieur a ^) : 

d'ou 

qui conduit a la majoration de N par la quantite souhaitee. 

iii) Majoration de la mesure de E\ II s'agit ici de majorer T A Sq(UBC). 
Mais : 

T A Sg(UBC) < CcT max T A S Q (BC), 
BC 

car le nombre de bonnes composantes est majore par Cd n , d'ou 

T A Sq(UBC) < Cd n Cd~ n max{u Q {{T qui coupent BC})), 

BC 

car T A [r](BC) < Cd~ n , ce qui implique bien que 

TASq(UBC) < e 

des que n est grand puisque maxg(~;(i/g({r qui coupent BC})) est aussi petit que Ton 
veut. 
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5.2 Majoration de la mesure de {x £ Support(/i) , Xi{ x ) > Xi( x ) > 0} 

Avant de demontrer que la mesure de cet ensemble est nulle, nous allons commencer 
par quelques preliminaries. 

5.2.1 Preliminaires 

Le but de ce paragraphs est de ramener la majoration de la mesure de E 2 = {x ^ 
Support (fx) , Xi( x ) > Xi{ x ) > 0} a celle de E2(i,j) ou E2(i,j) est un ensemble qui aura 
de bonnes proprietes d'uniformite et de recurrence. 

Remarquons tout d'abord qu'il nous suffit de voir que v({x G E 2 , Xi{ x ) > ft > 
, X2(x) — Xi( x ) > P}) es t nul (avec (3 petit). On notera toujours E 2 cet ensemble. Par 
ailleurs, 

v{E 2 ) = 9(tt- 1 {E 2 )) = d{-K-\E 2 ) n X) 

ou 7r est la projection de P 2 (C) sur P 2 (C) et X est l'ensemble des bons points de Pesin 
(i.e. les points qui verifient les conclusions du premier theoreme du paragraphe 2). 
Ce dernier ensemble 7r _1 (i?2) H X est inclus dans 

E 2 = {x g X , vr(x) i Support(^) , X i@) > (3 > , X2@) - Xi( x ) > P} 

(car la definition des exposants de Lyapunov ne depend que des trajectoires positives). 
La majoration de v{E 2 ) se ramene done a celle de D{E 2 ). 

Ensuite, puisque sur E 2 les exposants sont strictement positifs, on peut construire Y 
avec v(E 2 — Y ) = pour lequel tous les points x £ Y verifient les points 1 et 2 du theoreme 
du paragraphe 5.1.1 ainsi que les conclusions du deuxieme theoreme du paragraphe 2. 

En reprenant alors les notations de ce theoreme ainsi que celles du paragraphe 2, on 
constate que quitte a remplacer E 2 par 

E 2 , p = {x£ E 2 n?', d(ir(x), Support (//)) > -, C(x) < p, v (x) > -, 5(x) et \\C±\x)\\ G [-,p]} 
pour p grand, on pourra supposer dans la suite que nous avons ces controles. 

Nous allons maintenant donner des proprietes de recurrence a E 2 . 

En utilisant le lemme 6 de la partie precedente en temps negatif au lieu du temps positif, 
on en deduit que montrer que v(E 2 ) est nul decoule du fait que P(/~*(£ ; 2) H E 2 ) est petit 
pour i assez grand. De meme, si on note E 2 (i) = f~ % (E 2 )r\E 2 et que Ton utilise a nouveau 
ce lemme en temps negatif, nous sommes ramenes a montrer que v(f~i (E 2 (i)) fl E 2 (i)) est 
petit avec i, j assez grands, pour demontrer que v(E 2 ) est nul. 

Enfin, si on projette sur P 2 on obtient : 

u(f-\E 2 (i)) n E 2 (i)) < is(Tr(f-i(E 2 (i)) n E 2 (i))) = v(E 2 (i,j)) 

ou 

E 2 (i,j) = {x , 3x e f~ j (E 2 (i)) n E 2 (i) avec ir(x) = x }. 
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Remarque. Si on veut eviter les problemes de mesurabilite de E2(i,j), on pourra remplacer 
dans la suite E2(i,j) par son adherence. 

L'ensemble E 2 (i,j) est celui que Ton cherchait et par ce que Ton a fait, montrer que 
v(E2) est nul decoule du fait que v(E-z(i,j)) est petit. 

Avant de passer a la majoration de u(E2(i,j)) faisons une derniere modification. 

Si x est un point de ir^E^), on notera Es(x) l'image de E\(x) par Dqt x (ici x G E2 
et tt(x) = x). L'espace E$(x) est la direction stable en x. Par ailleurs cet espace est bien 
defini car si x = ir(x) = ir(y) avec x , y G E2, alors E\(x) = Ei(y) (en effet en x et y, les 
deux exposants de Lyapunov sont distincts). 

Par le theoreme de Lusin, il existe un compact K de mesure presque pleine pour v sur 
lequel x 1— > Eg{x) est continue. Alors dans la suite, on cherchera a majorer la mesure de 
E2(i,j) H f~i(K) pour v. Nous noterons toujours £2(2, j) cet ensemble. 

5.2.2 Majoration de v(E 2 (i,j)) 

Avant de donner l'idee de la preuve, nous allons faire la reduction geometrique habituelle. 
Quitte a considerer un recouvrement fini de P 2 (C) par des ouverts 17, on peut supposer 
que E2(i,j) C 0. Maintenant, on peut construire un decoupage Q d'un voisinage de £1 en 
4-cubes affines et un courant Sq uniformement geometrique dans les cubes de Q tels que 
la difference (T A S — T A Sq)(Q) soit aussi petite que Ton veut. Par ailleurs, si Q est bien 
choisi, v charge peu un petit voisisnage du bord de Q. Autrement dit, si on note Q un 
cube de Q et Q\ son homothetique de rapport A, il suffira de majorer dans la suite 

TAS Q (E 2 (i,j)nQ x )= [ I TA[T}du Q (T) 

J JE 2 (i,j)nQ x 

1 F A [r]^ s (r) = 1 [ [ TA[f(T)]du Q (T). 



E 2 (i,j)nQ x d> * J Jp(E 2 {i,j)nQ x nr) 

Remarque. La derniere ecriture est un peu abusive car on pourrait avoir de la multiplicite. 
Cependant, comme celle-ci ne joue aucun role, on fera cet abus : les courbes / J (r) seront 
supposees sans multiplicite dans toute la suite de la demonstration. 
Voici maintenant le plan de la preuve. 

Dans un premier paragraphe, nous allons construire des disques dans les courbes f J (T). 

Ainsi, nous pourrons approcher le courant — Jp^ par un courant Jj^I-^ofT)] uniforme- 
ment geometrique dans un quadrillage que Ton precisera. La majoration de 



I I I TA[f(T)]dv Q {T) 
* J J p(E 2 (i,j)nQ A nr) 



se ramenera ainsi a celle de 

1 

dJ 



\ /E/ TA[D a (T)]du Q (T). 
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Ensuite les disques D a (T) seront separes en deux categories : ceux qui sont proches de la 
direction stable et les autres. La majoration de 



an 



T A[D a {T)]dv Q {T) 

i(E 2 (i,j)nQ x nr) 

ou la somme sera prise sur chacune des categories sera alors effectuee dans le deuxieme et 
le troisieme paragraphe. 

1) Approximation de j ^jp^ dvQ(T) 

Voici le plan de ce paragraphe : dans un premier temps on va faire un decoupage du 
but, c'est-a-dire on va quadriller un ouvert U qui contient essentiellement f 3 (T) en 4- 
cubes affines. Puis on completera les courbes f J (T) de sorte a enlever les problemes lies au 
bord et enfln on construira un courant uniformement geometrique qui approximera bien 

i) Decoupage du but Quitte a considerer un recouvrement fini de P 2 par des ouverts 
U, on pourra supposer que f 3 (E2(i,j)) C U. 

On considere maintenant un decoupage Q d'un voisinage de U en 4-cubes affines de 
taille |. Rappelons que Q est de la forme 

Q' = {vrfVi) x tt^ 1 ^) , (s'i,s' 2 ) eS[x S' 2 } 

ou S ± et S 2 sont des quadrillages de C de taille j. Dans la suite ce quadrillage sera suppose 
bien choisi par rapport au courant J ^^ r ^ dvQ{T) et a la mesure v. Cela signifie que 
T h J ^-jp^ duQ{T) et v chargent peu un petit voisinage du bord de Q (voir le lemme 4.5 
de [14]). La position du quadrillage Q depend done de j mais sa taille (i.e. j) sera toujours 
independante de j. Si on note Q x , = UQ A / ou les Q x> sont les homothetiques des Q G Q 
de rapport A', on pourra supposer que fHE^ii,])) C Q' , quitte a remplacer E2(i,j) par 
E 2 (i,j) n f~ j (Q ,). Ici A ne depend que de v. 

A 



ii) Completion de f J (T) II s'agit ici d'enlever le probleme que cree le bord de f 3 (T) 
dans la construction des disques dans cette courbe. 

Remarquons tout d'abord que Ton peut enlever les T du support de vq pour lesquels 
Aire(/- ? (r)) est superieure a Kd? . En effet, si Q designe l'ensemble de ces T, on a : 

K(Puq(G) < J J [f{T)\Audv Q {T) < J fiS Q Au; < J HSAu; = <P . 

Autrement dit, vq{Q) < et le fait d'enlever ces graphes T a T A Sq modifie peu cette 
mesure. 
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Ensuite, quitte a changer Q en un cube un peu plus petit, nous pouvons supposer que 
la longueur de dfi(T) est majoree par Kd^ 2 (en utilisant un argument longueur-aire). 

Expliquons maintenant comment on complete les courbes 

Considerons un carre s 1 de S 1 et un graphe A d'une fonction holomorphe au-dessus 
de celui-ci d'aire inferieure a ^. Supposons que l'intersection entre A et P(T) contienne 
un ouvert de A'. En utilisant une inegalite isoperimetrique, on constate que A' verifle un 
des cas suivants : 

- Soit Longueur(7Ti(5/ J (r) n A')) > ^ j-^- . Ici 5' est une constante petite qui sera 
precisee plus loin. 

- Soit cette longueur est plus petite que - j — mais l'aire de 7Ti(/ J (r) n A) est 

.1 (l-A') 2 5' 2 

supeneure a -p — - — p . 

- Soit f j (T) n A' est confinee pres du bord de Q' (i.e. f j {F) n A' C (Qy,) c avec 
1 > A" > A'). 

- Soit f 3 (F) <s A n'est pas confinee pres du bord et alors la masse pour T de f J (T) est 
negligeable (si 5 est petit). Quitte a enlever ces T a T A Sq (ce qui ne change presque pas 
cette mesure), on pourra supposer qu'aucun T ne verifle ce dernier cas. 

Ce sont les composantes A des deux premieres categories que Ton ajoute a f 3 (T). 
En faisant la meme chose avec les autres carres s 1 de S 1 puis avec S 2 , on obtient ainsi 

un prolongement / J (r) de f 3 (T). 

Remarque. A ce stade de la demonstration / J (r) peut etre egal a P(T). En effet rien ne 
dit que Ton peut effectivement completer f 3 (T). 

Dans la suite nous verrons que les graphes A que nous arriverons a ajouter a /• 7 (r) 
seront des limites de graphes contenus dans des courbes du type f p (L). 

iii) Construction du courant uniformement geometrique La construction est 
la meme que celle decrite apres la proposition 4 du paragraphe 3.2. 

Dans les composantes connexes de fi(T) au-dessus d'un carre s i de S { (i.e. dans 

7T ^ 1 ( s 'i) ^ /"'(r)), on a un certain nombre de disques qui sont des graphes au-dessus de 
s i (qui peuvent eventuellement s'intersecter entre eux). En sommant les courants d'inte- 
gration sur les graphes qui ont une aire inferieure a ^, on obtient ainsi deux courants 

inferieurs a fi(T) : [C ,] et [C ,] ou les C , sont des courbes a bord dans ■K^ l {dS i ). En 
reunissant maintenant ces deux courbes, on obtient : 

ou les D a (T) sont des disques dans les cubes Q' de Q' . Le courant Rj = J ^2[D a (T)]duQ(T) 
ainsi construit est uniformement geometrique dans les cubes Q de Q et il verifle : 
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Lemme 7. 

/ (fHf) n Q' x >]du Q (T) - , TtJw + tt 2 *u;) < ^ 

ici C esi independante de j. 

Demonstration. Considerons les courants S m) Q = f\T]dis mt Q(T) qui approximent le courant 
S (voir le paragraphe 3.2). 

L'inegalite ci-dessus est alors vraie en remplagant vq par v m ,Q et i?j par Rj, m (ou 

i?j, m est construit de fagon analogue a i?j a partir des courants * ( ^" Q )- Cela provient, 
exactement comme dans la proposition 4, de la formule de Riemann-Hurwitz et du fait que 
le genre d'une courbe f p {L) (p G N) vaut 0. Par ailleurs dans cette nouvelle inegalite le C 
est independant de m et de j. 

Maintenant, l'application F(F) = ([fi(T) D Q y ] - £[A,(r) n Q y ],vr^ + tt* 2 uj) est 
semi-continue inferieurement. 

On obtient done le lemme en passant a la limite sur les mesures v m ,Q- 

□ 



Maintenant, si on applique T, on obtient que la difference 



est majoree par e(Z) qui est une suite qui tend vers quand I croit vers l'infini (voir le 
paragraphe 3). Cela resulte d'une part du lemme precedent et d'autre part qu'etant donne 
que le quadrillage Q est suppose bien choisi par rapport a T Aj [ -^-^du Q {T) il Test pour 



^ j TA\fj(T)]du Q (T)- jTARj 



(voir le lemme 4.5 de [14]). 

Par ailleurs, comme nous l'avons dit dans le paragraphe 3.2, la suite e{l) est indepen- 
dante de j. 

Pour majorer la mesure de E2, nous sommes done ramenes a majorer 



J2TA[D a (F)}du Q (T) 

i(E 2 (i,i)nrnQ A ) 



par e. 



Ce sont maintenant les disques D a (F) que nous allons separer en deux categories. Par 
ailleurs, comme f J (E2(i,j)) C Qy, on ne considerera dans la suite que les disques D a (F) 

qui entrent dans Q ,. 

A 
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Fixons 5 > et Q un cube de Q . Nous pouvons supposer que la variation de la pente 
de D a (T) dans Q' x , est inferieure a | (quitte a redecouper les disques D a (T) via un sous- 

quadrillage de Q ). De plus, la fonction x i— > E$(x) etant continue sur f J : (E 2 (i, j)), nous 
pouvons aussi supposer que sur les Q' , , la variation de cette fonction est inferieure a |. 

Maintenant, si D a (T) est un disque de f J (T) tel que Jpi E2 u j)nrnQ A ) ^ [-^<*CO] > 
alors necessairement -D a (r) contient des points de tt(E 2 ). La separation des disques D a (T) 
se fait de la fagon suivante. Nous noterons V\ l'ensemble des disques qui contiennent un 
point x de n(E 2 ) avec Tangle entre la tangente a D a (T) en x et Eg(x) superieur a 5. Les 
autres disques D a (F) (qui sont done proches de la direction stable) constituent l'ensemble 
V 2 . Dans la suite, nous aurons done deux majorations a effectuer : celle de 



1 



et celle de 

1 



/ / £TA[A*(r)]^ Q (r) 

J Jp(E 2 (i,j)nrnQ x ) Vi 
[ [ ^TA[D a (r)]du Q (T) 



par e. 

Ces majorations vont etre effectuees dans les deux paragraphes suivants. 



2) Majoration de £ / Jp {E2{i>j)nrnQx) Ev, T A [DJ^)\dv Q {T) 
Nous savons que le nombre de disques D a (T) dans / J (r) est majore par C{l)d 3 . En 
effet les disques que Ton a ajoutes a / J (r) pour obtenir fi(T) contiennent soit un morceau 
consistant du bord de P(T) (i.e. de longueur superieure a ^— j ^— ), soit une aire minoree 

par h — — — ~tt~ — • Afin de simplifier les expressions, nous supposerons dans la suite que 
C{1) < 1. De la meme fagon, la mesure vq sera consideree de masse 1. 

Nous allons maintenant faire la majoration de ~ J Sp{Eh{i i)nrnQ A ) Ei*! T/\[D a {T)]dvQ{T), 
en admettant certaint points que nous demontrerons ensuite. 

On decoupe P 2 en ouverts disjoints simplement connexes B tels que t~ 1 (B) C B(0, ^) 
pour tout x de B. Ensuite, nous noterons UBC l'union des bonnes composantes dans les 
f~' l {B) (i.e. des ouverts de la forme r y _. o fz l ot~^(B) avec y et f~ l (y) dans E 2 et yo dans 

Remarquons que par definition de £2(2, j), nous pouvons recouvrir f 3 {E 2 {i, j)) par 
des bonnes composantes T y _ t o fz l o t~^(B) avec y_j G f 3 (E2(i,j)). Par ailleurs, si i 
est assez grand, celles-ci evitent un petit voisinage du support de \x. En effet, d'une part 
d(7r(x), Support( / u)) > | si x est dans E 2 (voir le paragraphe 5.2.1) et d'autre part, les 
bonnes composantes sont de diametre exponentiellement petit (voir le point 2 du theoreme 
du paragraphe 5.1.1). Le nombre des bonnes composantes qui recouvrent f J (E 2 (i,j)) est 
done majore par Nd l (voir le paragraphe 7 de la section 5.1.2). 
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Nous verrons que si BC est une de ces bonnes composantes alors JgQ T A [Z) a (r)] < 
Cd~ % . Cela viendra du fait que D a (F) n'est pas proche de la direction stable. Maintenant, 
si W I Ip(E 2 (i,j)nrnQ x ) Ed T A [A*(r)]c^g(r) est superieur a e, alors il existe un disque 
D a (T) avec JptE 2 (i j)nrnQ x ) ^ ^ [Daft)] > £■ Par ce qui precede, ce disque coupe au moins 
jjd % bonnes composantes (car celles-ci sont disjointes). De plus, ces bonnes composantes 
sont incluses dans un (e~^ l+7 *)-voisinage V de ce disque (par le point 2 du theoreme de la 
section 5.1.1). Nous verrons que la mesure e(i) pour v de ce voisinage tend vers quand i 
croit vers l'infini et ceci uniformement sur les disques D a (T). 

Quitte a remplacer E 2 (i,j) par E 2 (i,j) \ f~ J (V) nous sommes ramenes a majorer 



d? I Ip 



J2TA[D a (r)}dv Q (T) 

(E 2 (i,j)nrnQ x ) Vi 



par e — e{i) avec f J (E 2 (i,j)) qui evite V. 

Comme precedemment, si ce n'est pas la cas, on obtient un disque D a (T) avec 

f TA[D a (F)} > e-e(i). 

Jp(E 2 (i,j)nrnQ x ) 

Ce disque coupe done au moins £ ^ d % bonnes composantes qui sont disjointes des prece- 
dent es. 

On a done construit ^ + e d % bonnes composantes hors d'un petit voisinage du 
support de fj,. 

En iterant maintenant le procede et en utilisant le fait qu'il y a au plus Nd l bonnes 
composantes hors de ce voisinage du support de //, on obtient l'existence d'un k < 
pour lequel Jp(E 2 (i,j)nrnQ x ) TA[D a (T)] < e-ke(i) (avec % grand). Ici E 2 (i,j) est le E 2 (i,j) 
initial auquel on a enleve k voisinages du meme type que V. 

Nous avons done la maj oration que nous voulions. 

II reste maintenant a montrer les points que nous avons admis : le fait que JgQ T A 
[-D a (r)] < Cdr % ou BC est une bonne composante de f~ l (B) et la majoration de la mesure 
pour v d'un (e~^ +7 *)-voisinage de D a (T) par e(i). 

i) Majoration de Jj$q T A[D a (T)] par Cd~ l Rappelons d'une part que Ton consid- 
ere ici une bonne composante BC = T y _ l o fZ" 1 ot^ 1 (B) (avec y et f~ l {y) dans E 2 , yo dans B 
et y.i G P(E 2 (i,j))), et d'autre part que t~ 1 {B) C B(0, ^) et J < HC^ 1 (/^(^)) II < P- 

Comme dans la majoration de la mesure de E\, si on note D^(T) la partie de C~ 1 ( f~' l (y))o 
T~}.(D a (T)) susceptible de rencontrer C~ 1 {f~ i {y)) o f~ l B(0, ±), alors D®(T) se met sous 

la forme d'un graphe (z,ip(z)) ou z est dans un disque Dq de taille e _Xl ®) l+7 * et |Y>'(£)I < 
e -xi(j/)*+7* sur £) ( on g' es ^ pi aC e dans un repere orthonorme ou l'axe des abscisses est 
parallele a une tangente a D^(T) en un point x de C^^u ~*(y)) ° f~ % ° t~^{B)). 
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Maintenant, comme Tangle entre D a (T) et Eg{f l (y)) = DoT y _ i Ei(f l (y)) est superieur 
a f , la partie A°(r) de D^(T) susceptible de rencontrer C' 1 o /-*£((), ±) se met 

aussi sous la forme d'un graphe (z,(f)(z)) dans le repere orthonorme 

Ici z est dans un disque D de taille essentiellement e _Xl ®^ +7 * et |c/> (z)| < C(S) pour 

Nous pouvons maintenant utiliser la transformee de graphe. Plus precisement, si on 
note comme dans le paragraphe 2, g$ = C~ 1 (f(x)) o f x o C 7 (x) (ou ir(x) = x) on a la 

Proposition 8. 5oii 70 > 0. Si i est assez grand, I'image de A°(r) n C^ 1 (/ _i (y)) o 

ffB(0, jt) par gf-iffl • • • = C^iV) o r^ 1 o /» o o C 7 (/ _l (y)) esi un #rap/ie 

(2, au-dessus d'une partie Di de C~ 1 (y)E 2 (y) qui verifie \ij)(z\) — ip{z2)\ < To I ^1 — -^2 1 

si z\ et Z2 sont dans D{. 

Demonstration. La demonstration va utiliser la generalisation de la transformee de graphe 
qui se trouve dans l'appendice. 

Les fonctions 9j-i^ on t les proprietes suivantes (voir le paragraphe 2) : 

- D 09r _ lr) = ( Mr'Cv)) \ 
oy f '(*) \ totf-'m) J 

e Xi{y)~l < \^(f- l (y))\ < e Xi(«)+7. 

- Sur B(0,S(f- l (y))), on a 

9f-i(y)( w ) = D gj_ l{S) w + h(w) 



avec H-Duj/iH < 



7 1 1 w I 



s(f- i m' 

Autrement dit, dans le repere 



{c-\r\y))E,{r\y)),c-\r l {y))E2{r l {y))), 

g ? _ m s'ecrit : 

9j-i { y) = Mf~ l (y))x + a(x,y),n 2 (r l (y))y + (3(x,y)) 

ou |a| c i,|/3| c i < ( e -xi(^)W)l sur ^(0, e ' Xl ^' +27 ' ) (en effet 5(f- l (y)) > ^ puisque 5 
est une fonction temperee et S(y) > ^). 

Nous considerons \a\ c i et |/?|ci sur -B(0, e X1 V + 7 ' ) car cette boule contient C^ 1 (f^ l (y))o 
f~ l B(0, ^) (voir le point 2 du theoreme section 5.1.1). 
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Commengons maintenant par regarder l'image de A° (T) n C 7 1 {f l {y)) o /~ *i?(0, ^) 
par 9f-i(£y P ar l'appendice cette image est un graphe au-dessus d'un certain ouvert de 

C-\r +1 (y))E 2 (r + \y)). 

II s'ecrit done, dans le repere 

(0i(z), z) avec z G Z?i. Par ailleurs, toujours grace a l'appendice, on a pour z\ et z 2 dans 

01 Ul) - 01 U2j < Ul - ^2 

^(/-(y))-max(|a| cl ,|/3| cl )(l + C(<5)) 

e'est-a-dire 

|0i (zi) - 01 (^2)| < ( ^£-7^ + T J C ^ " Z2 ' ^ * C ^)I^ " Z2 ' 

\AW l (y)) / 

avec < i < 1 le tout si i est grand. 

Enfin, on peut remarquer que le graphe que l'on vient de construire est dans C~ 1 (f~ l+1 (y))o 

Si i est grand, on peut done recommencer ce que Ton vient de faire io fois et on obtient 
ainsi un graphe (0j o (z),z) au-dessus de Z\, C C~ 1 (f~ t+1 °(y))E 2 (f~' l+t0 (y)) qui verifie : 

|0i o (zi) - 0i o (22)| < t l0 C{5)\zi - z 2 \ < jo\z! - z 2 \, 

si z\ et z 2 sont dans Dj . 

Ensuite, toujours grace a la transformee de graphe (voir l'appendice) et a la ma- 
joration des termes d'ordre deux de Qf-i^ (i-e. et |/3|c*i) par (e _Xl ®^ +37 ')^ sur 

B(0, 6 Xl( ji' + 7 ' ), quand on continue a pousser en avant le graphe (0j o (z),z), on obtient 

toujours des graphes 0; au-dessus d'une region D\ de C^ 1 (f~ t+l (y))E 2 (f~' l+l (y)) . De plus, 
ces graphes verifient : 

|0z(zi) - 4>i(z 2 )\ < 7o|zi - z 2 |, 

pour zi et z 2 dans et / compris entre io + 1 et i. 
Le cran i donne alors ce que l'on voulait demontrer. 

□ 

Notons g le graphe obtenu par la proposition. 
II nous reste a calculer 

/ T A [D a (r)] = 1 / T A [r, () o C 7 (y)G,)] < 1 / C*(y)T* Q T A 
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Comme dans le paragraphe precedent, nous allons utiliser un argument de capacite. 

En effet, si on note B\ = C~ 1 (y)B(0, -p^) (I = 1,2,3,4), A une direction complexe 
parallele a C~ 1 (y)E2(y) qui coupe g en un point de £>4 et ir la projection orthogonale sur 
A, on a d'une part 7r(g n B4) C A fl 63 et d'autre part A n £>2 C n(g n B\) (si 70 est assez 
petit par rapport a une constante qui depend de p). 

Autrement dit, comme dans le paragraphe precedent, 

J TA [D a (T)] < §Cap(A n B 3 , A n B 2 ) < J. 

II nous reste maintenant a majorer la mesure pour v d'un (e _/3i+7 *)-voisinage d'un 
disque D a (F) par une suite e(i) qui tend vers uniformement sur les D a (T). 

ii) Majoration de i/((e _/3j+7i )-voisinage d'un disque D a (T)) II s'agit ici de voir 

que 

Vq , 3i , Vi > i , VD a (r) , i/((e _/3i+7 *)-voisinage d'un disque D a (T)) < a. 

Faisons un raisonnement par l'absurde. Si ce qui precede est faux, on obtient une suite de 
disques D n (d'aire inferieure a \) et une suite i n telles que ^((e _/3 * n+7ln )-voisinage de D n ) > 
a. 

Quitte a extraire une sous-suite, D n converge vers un disque D et on a necessairement 
u(D) > f . 

Pour obtenir une contradiction, nous allons montrer que D est inclus dans {x, u(S, x) > 
0}, ce qui contredira le fait que v ne charge pas les ensembles algebriques. 

Le disque D vit dans un cube Q de Q . On peut construire un quadrillage Q d'un 
voisinage V de Q' en 4-cubes affines et un courant 5g» uniformement geometrique dans 
ces cubes tels que la difference (T A S — T A Sqh)(V) soit tres petite devant a. 

Quitte a supposer que v ne charge pas dQ ainsi que le bord de Q , on peut trouver 
Q G Q avec Q <<= Q tel que : 



/ / „ TA[T}du Ql/ (T)>e(a)>0 
J JDnQ „ 



ou Q" x „ est l'homothetique de Q" de rapport A" et Sq» = J\T]dvQii (T). 

Maintenant, si T est un disque de Sq» dans Q", on a deux possibilites : soit DnTnQ" „ 
contient un ouvert de D, soit j Dn n" T A[T] = (car si l'intersection entre D et T dans 
// 

Q „ contient une infinite de points, on est dans le premier cas). 

A ^ 

Autrement dit, comme il y a un nombre fini de T pour lesquels D PI T PI Q „ contient 
un ouvert de D (car l'aire de D est majoree par ^), il en existe un avec Uq"(T) > e (a). 
Mais alors Sq» (et done S) a des nombres de Lelong strictement positifs sur DdT (par le 
theoreme de Lelong) done D C {x, is(S, x) > 0} et on obtient ainsi une contradiction. 
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3) Majoration de £ / fp {E2{i>j)nrnQx) Ev 2 ? A [£> a (r)]cfc/ c (r) 

Pour simplifier, nous supposerons toujours que le nombre de disques D a (F) dans f J (F) 
est majore par d J et que est de masse 1. Rappelons que f J (E2(i,j)) C Q ,. 

Si la quantite ci-dessus est minoree par e, on peut trouver un cube Q de Q et un T 
pour lesquels on a : 

hi I , E TA ^(r)]>-^- 

ou C{1) est le nombre de cubes de Q . 

Maintenant, on peut construire un cube C et un polydisque P qui ont les proprietes 
suivantes : 

-CcF(£ Q' x „ (avec 1 > A" > V). 

- C et P ont leur base parallele a E s (x) ou x est un point de f 3 (E 2 (i,j) fl T n Qa) H C. 

- L'ensemble P des disques -D Q (T) dans £>2 qui passent par C est constitue de graphes 
au-dessus de E s {x) dans P. 

-jpIHv fp(E 2 (i,j)nrnQ x )nc TA [A*(r)] > C (i)C(6,\') ( dans la suite nous rem P lacerons 

c(i)c(s,\') par e )- 

Cela implique qu'il y a au moins jj^d 3 disques D a (T) tels que Jp^ 2 (i j)nTnQ\)nC ^ A 
[D a (T)] > (car j D (p)nQ' ^ — ^(0)- O n notera toujours V l'ensemble de ces disques. 

Si D est l'intersection avec P d'un de ces disques de V, il contient une infinite de points 
de P(E2(i, j) n T n Q\) fl C. On peut done construire une branche inverse t xq o /y 5 o r^T 1 

qui envoie D dans T (ici e £ 2 , vrP(x) = x,- G f j (E 2 {i,j) D T D Q\) n D n C et 

x e £ 2 (y)nrnQ A ). 

Maintenant, si on utilise la transformee de graphe en temps negatif, on constate que 
t~x ° /?v-n ° T aT 1 (^ ) i) ( ou ^i es t un disque -D«(r) de V intersecte avec P) est un graphe 

au-dessus du disque D(xo,e~ Xl ^ 3 ~ 13 ) dans Es(xq) = Dqt Xo Ei(x) et que par ailleurs ce 
graphe est exponentiellement plat (si 5 et P sont suffisamment petits). 

Si D\ est different de D, on en deduit done que la preimage de D\ par t Xq fp 3 ,~\ ° T x} 

ne peut pas etre dans T (sinon cela contredirait le fait que T est un graphe pour j grand). 
Autrement dit, il existe au moins jf^d 3 bonnes composantes distinctes de la forme 

T X0 o fjf o t-}(Q' x ,) qui coupent T. 

Maintenant, comme au paragraphe precedent, on enleve un (e~™ +7J )-voisinage V de 
T a E2(i,j) (ce voisinage est de masse e(j) pour v) et on recommence ce que Ton vient de 
faire en remplagant E2(i,j) par £2(2, j) \ V, puis on itere le procede. 

Comme le nombre de bonnes composantes dans les preimages f~ 3 (Q,,) est borne par 
Nd 3 , le procede finit par s'arreter et on obtient la majoration voulue. 
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6 Un exemple 



II s'agit ici de donner un exemple de mesure v = T A S , qui ne charge pas d'ensemble 
algebrique et pour laquelle le plus petit exposant Xi( x ) es t nul pour presque tout point x. 

Cette mesure va etre construite a partir d'une application holomorphe qui a un disque 
de Siegel. Plus precisement, soit R(z) = Xz + z 2 avec A = e 2ln6 ou est irrationnel et 
diophantien (voir [9] p. 43 et p. 55). R a done un disque de Siegel qui contient (voir [3] 
p. 33). En particulier R est conjuguee a la rotation z i— > Xz au voisinage de 0. C'est-a dire, 
il existe une fonction holomorphe <E> localement inversible au voisinage de 0, pour laquelle 
<S>oR(z) = A$(z). 

Si on considere un point a de la courbe de Jordan |<J?| = e (avec e petit), alors 
mS^fffa) converge vers la mesure de Lebesgue a de |<J>| = e. Cela provient du fait 
qu'une rotation d'angle irrationnel sur le cercle unite est uniquement ergodique (voir [20] 
p. 146). Maintenant, soit / est l'endomorphisme holomorphe de P 2 (C) deflni par : 

f([z :w:t}) = [Xzt + z 2 : Xwt + w 2 : t 2 ]. 

Dans la suite, on se place dans la carte t = 1. 

L 'image de la droite z = a par /' est la droite z = R l {a) (parcourue 2* fois). Autrement 
dit, si S est une valeur d'adherence de ^ X^o* ^ i alors S = J[N]da(N) ou a est la 
mesure de Lebesgue precedente et est une droite qui passe par le point [0 : 1 : 0] et par 
un point de |$| = e. 

En particulier, comme a et T A [N] ne chargent aucun point, T A S ne charge aucune 
courbe algebrique. 

Enfin, comme D est un disque de Siegel, il est assez facile de voir que pour tout point 
x du support de v on a Xi( x ) = 0. 
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7 Appendice : la transformee de graphe 



Dans cet appendice nous allons presenter une petite generalisation de la transformee 
de graphe (voir [20]). 

Le cadre de ce paragraphe est C 2 . Nous noterons g l'application 

9{x, y) = (Ax + a(x, y),ny + 0(x, y)) 

avec a, (5 veriflant a(0) = (3(0) = 0, \a\ c i , \(3\ c i < 5 dans une boule B = 5(0, r) C C 2 et 
< \fi\ < |A|. Soit maintenant {(x, 4>(x)) , x 6 D} un graphe inclus dans B au-dessus de 
D qui verifle \(f>(xi) — <j>(x2)\ < 7|xi — x 2 \. 

Le theoreme de la transformee de graphe que nous allons enoncer donne des conditions 
sur 5, 7, A et fi pour que l'image du graphe precedent par g soit encore un graphe. 

Theoreme. Si 5(1 + 7) < |A| alors l'image par g du graphe precedent est un graphe au- 
dessus de n(g(graphe de 4>)) (oil n est la projection sur I'axe des abscisses). 
Par ailleurs, si (x,^(x)) designe ce nouveau graphe, nous avons : 

1 K \ n w s H7 + *(l + 7), 1 

IY>(*i) - ^(x 2 )| < |A| _ J(1 + 7) W ~ x 2 \. 

Demonstration. La seule difference avec la demonstration qui se trouve dans [20] p. 250, 
c'est que nous ne sommes pas dans une situation globale. Cependant, comme cela ne change 
rien a la preuve, nous ne demontrerons que le premier point du theoreme. 

Soit G : D C la fonction definie par G(x) = Xx + a(x, 4>(x)). C'est l'abscisse du point 
g(x,cp(x)). Pour voir que ^(graphe de 4>) est un graphe au-dessus de 7r(g(graphe de (/>)), il 
suffit de voir que G est une bijection de D sur G(D). Autrement dit, si xo £ G(D), il faut 
demontrer que G(x) = xq (avec x £ D) a une unique solution. 

Soit F(x) = A _1 xo — X~ 1 a(x, <p(x)). L'equation G(x) = xq equivaut a F(x) = x. Par 
ailleurs, si x\, X2 G D, on a : 

\F( Xl )-F(x 2 )\ = \\- 1 a(x l A(xi))-\' l a(x 2 , ( j ) (x 2 ))\ < |A|- 1 |a| c ici((xi, <f>{x{)), (x 2 , <f>(x 2 ))) 

car (xi, 4>( x i)) £ B pour i = 1,2. 
On obtient done 

\F( Xl ) - F(x 2 )\ < \\\~ l 5(l + 7 )|a;i - x 2 \. 

Maintenant si 5(1 + 7) < |A| alors \F(xi) — F(x 2 )\ < t\xi — x 2 \ avec t < 1 et l'equation 
F(x) = x a done bien une unique solution dans D. 

□ 
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